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Аннотация. При исследовании различных процессов в агроинженерии довольно часто возникают про-
блемы, связанные с применением математического моделирования, в частности при анализе движения 
частиц по криволинейным поверхностям (например рабочих органов сеялок точного высева), при обосно-
вании параметров и режимов работы центробежных разбрасывателей, при изучении особенностей движе-
ния зернового потока по сепарационным решетам, при исследовании процессов, происходящих во время 
погрузочно-разгрузочных работ механизмов и машин с применением криволинейных скатных поверхно-
стей, а также при выборе вида этих поверхностей. Представлены результаты исследования, проведенного 
с целью выбора метода математического моделирования для обоснования формы криволинейной по-
верхности, обеспечивающей заданные кинематические характеристики движения семян в высевающем 
аппарате. Предложенный подход к математическому моделированию движения частиц по криволинейным 
поверхностям дает возможность при дальнейших исследованиях рассчитывать параметры процесса дви-
жения частиц по разнообразным траекториям. С использованием уравнений Лагранжа первого рода выве-
дены уравнения движения частиц по шероховатым поверхностям криволинейных направляющих. Числен-
ное решение полученных уравнений с соответствующими начальными условиями позволило сделать вы-
вод о значительных изменениях скорости движения частиц. Показано, что в случае применения криволи-
нейных направляющих в качестве подающих устройств в сошниковую зону сеялки более предпочтитель-
ными являются кривые, по которым частицы движутся с постоянной скоростью, что исключает завалы и 
позволяет создавать оптимальные режимы работы машин и механизмов. Приведены уравнения для расчета 
кривых и представлена проверка постоянства скорости движения. Указанные криволинейные поверхности 
могут быть использованы при конструировании высевающих аппаратов сеялок точного высева, а также се-
парационных решет для послеуборочной очистки зерна, в частности в гравитационных сепараторах. 
Ключевые слова: моделирование движения, дифференциальные уравнения, выбор поверхностей, по-
стоянная скорость движения, сеялка точного высева, сепарационные решета 
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Abstract. When studying various processes in agroengineering, problems often arise related to the use of 
mathematic simulation, in particular when analyzing the motion of particles along curved surfaces (for example, of 
the working bodies of precision seed planter), when justifying the parameters and operating modes of centrifugal 
spreaders, when outlining the features of the motion of grain flow through separation sieves, when investigating 
the processes occurring during loading and unloading of mechanisms and machines supplied with curved slide 
boards, as well as when choosing the type of these boards. The authors present the results of studies aimed at 
selecting mathematic simulation approach to substantiate the shape of a curved surface providing the specified 
kinematic characteristics of seed motion in seed-feeding devices. The proposed approach to mathematic 
simulation of particle motion down a curved surface makes it possible to calculate the parameters of the motion 
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along various trajectories during further research. Using Lagrange’s equations of the first kind, the authors derived 
equations of particle motion down roughened surfaces of curved guides. Due to numerical solution of the obtained 
equations with the corresponding initial specifications, the authors made a judgement on significant changes in 
the particle speed. It is shown that in case of using curved guides as feeding devices into the drill coulter of the 
seed planter, curves along which particles move at a constant speed are more preferable, which eliminates 
blockages and allows creating optimal operating modes of different seeding machines. Equations for calculating 
curves are given and a check of the constancy of the speed of the particle motion is presented. These curved 
surfaces can be used at the designing seeding devices of precision seed planters, as well as separation sieves 
for post-harvest grain cleaning, in particular in gravity separators. 
Keywords: simulation of the motion, differential equations, surfaces selection, particle motion, constant speed of 
motion, precision seed planter, sieves for separation 
For citation: Mikhailov V.S., Kozlov V.G., Derkanosova N.M., Kulikov A.S., Kozlova E.V. Simulation of the motion 
of seeds along a curved trajectory with a constant speed in a seed-feeding device. Vestnik Voronezhskogo gosu-
darstvennogo agrarnogo universiteta = Vestnik of Voronezh State Agrarian University. 2023;16(2):106-115.  
(In Russ.). https//:doi.org/10.53914/issn2071-2243_2023_2_106-115. 

 

агроинженерии наиболее частой задачей математического моделирования явля-
 ется определение кинематических характеристик [6–9, 12], в частности: 

- при анализе движения частиц по некоторым криволинейным поверхностям ра-
бочих органов сеялок [6, 7]; 

- при обосновании параметров и режимов работы центробежных разбрасывате-
лей и распределителей [3, 10–13];  

- при изучении особенностей движения зернового потока по сепарационным ре-
шетам [1–5, 14–17]; 

- при исследовании процессов, происходящих во время погрузочно-
разгрузочных работ механизмов и машин с применением криволинейных скатных по-
верхностей, а также при выборе вида этих поверхностей. 

Во всех этих случаях необходимо наличие математического обоснования опти-
мальных размеров и формы кривых, позволяющих частицам или элементам массы дви-
гаться с постоянной скоростью. 

Цель представленного исследования заключалась в выполнении математическо-
го обоснования формы криволинейной поверхности, обеспечивающей заданные кине-
матические характеристики. Для достижения поставленной цели необходимо было, ис-
пользуя уравнения Лагранжа первого рода, выполнить моделирование кривой, по кото-
рой движение тел или частиц происходило бы с постоянной скоростью. 

Пусть частица массой m, кг движется по кривой: y = f(x). На нее при движении 
действуют три активные силы (рис. 1):  

- сила тяжести mg, где g – ускорение силы тяжести, м/с2; 
- нормальная реакция N, Н;  

- сила трения kNF тр
, где k – коэффициент трения. 

 
Рис. 1. Схема сил, действующих на частицу 
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Тогда уравнение движения частицы в проекции на ось х имеет вид 

                                                            sincos трFNxm  ,                                               (1) 

или 

                                                             sincos kNxm  .                                               (2) 

Здесь и далее точки вверху обозначают производные соответствующего порядка 

функции х по времени. 

Нормальная реакция N определяется условием равновесия сил вдоль оси, 

направленной по нормали к кривой:  
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где ρ – радиус кривизны в данной точке, м;  

     


2mv
 – центробежная сила инерции; 

      v – скорость частицы, м/с. 

Радиус кривизны траектории может быть определен по формуле 
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В выражении (4) xy  и xy   – соответственно первая и вторая производные по х 

уравнения траектории  

                                                                   y = f(x).                                                                  (5) 
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Учитывая также, что       
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окончательно   222 1 xyxv   .                                                                                         (8) 

Тогда уравнение (2) принимает следующий вид: 
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Проведя соответствующие упрощения, получаем  
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Вместе с начальными условиями 

                                                         0000
, xtt

vxxx 


 ,                                                  (12) 

получаем задачу Коши для квазилинейного дифференциального уравнения (11) отно-

сительно функции x(t). 

Отметим, что в случае движения частицы по прямолинейной наклонной плоскости  

у = ах +b; xy  = а = tgβ; xy   = 0. Тогда уравнение (11) принимает следующий вид: 
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Если через γ обозначить острый угол наклона плоскости к оси х, то β = π – γ. 

Приняв во внимание, что sin β = sin γ, а cos β = –cos γ, уравнение (13) движения частицы 

преобразуем следующим образом: 

                                                             coscossin kgx  ,                                          (14) 

что соответствует уравнению движения частицы по наклонной плоскости в проекции 

на ось х. 

Рассмотрим следующий пример.  

Пусть    23,16,0  xxy , k = 0,3, x0 = 0, vx0 = 0,2 м/с.  

Подставляем эти значения в уравнение (11) и выполняем расчеты: 
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Численное решение полученной задачи иллюстрируется на рисунке 2. 

 

Рис. 2. Траектория движения и скорость частицы 

Анализ графиков траектории движения и скорости частицы позволяет сделать 

вывод, что экспериментальная траектория движения практически полностью совпадает 

с заданной (сходимость порядка 99%), а время движения по этой кривой составляет 

0,567 с, при этом скорость движения частицы возрастает до 3,2 м/с, что говорит о ее 

значительном изменении, вследствие чего возникают неблагоприятные последствия 

при движении зернового потока. 

Увеличение скорости движения также может приводить к ухудшению качества 

сева за счет образования заторов в сеялках при движении зернового потока, а снижение 

скорости – даже к прекращению работы высевающих аппаратов. В связи с этим наибо-

лее рациональной поверхностью является та, по которой частица или элемент массы 

зернового вороха будут двигаться с постоянной кинематической скоростью. 
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Выбор кривой, по которой движение происходит с постоянной скоростью 

На плоскости, представленной на рисунке 1, зададимся двумя точками кривой: 

начальная – с координатами (x0; y0) и конечная – с координатами (xk; yk).  

Некоторая частица должна двигаться от начальной к конечной точке по криволи-

нейной траектории с постоянной скоростью v, равной начальной скорости попадания. 

Тогда уравнение движения частицы в направлении касательной к кривой будет иметь 

следующий вид: 

                                                                
трsin Fmg

dt

dv
m   .                                           (15) 

Сила трения kNF тр
,  

где k – коэффициент трения; 

      N – нормальная реакция. 
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С учетом выражения (16) преобразуем уравнение (15): 
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Так как скорость на всем участке движения должна быть постоянной, должно 

выполняться равенство 0
dt

dv
, что приводит уравнение (17) к следующему виду: 
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Используя указанные ранее представления sin , cos  и ρ через производные 

искомой функции, получаем 
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Граничные условия  

                                                              y(x0) = y0,   y(xk) = yk                                                 (20) 

замыкают полученную задачу.  

В силу квазилинейности уравнения (19) полученную граничную задачу мы численно 

решили известным методом, суть которого заключается в задании производной в начальной 

точке траектории  y'(x0) = , где  < 0, так как функция y(x) очевидно убывающая.  

Полученная задача Коши решается численным методом, после чего вычисляется 

значение у(хk). Эта величина сравнивается с заданным значением уk и корректируется 

производная в начальной точке траектории. Данный алгоритм носит название «метод 

пристрелки». Этот итерационный процесс продолжается до тех пор, пока полученное 

значение у(хk) не приблизится к значению уk  на заданную величину. 

Следует отметить, что искомая функция далеко не всегда существует. Это зави-

сит как от положения начальной и конечной точек траектории, так и начальной скоро-

сти движения частицы.  

На рисунках 3 и 4 представлены траектории кривых, определенных по формуле 

(19) при различных значениях а и двух значениях скоростей. Как видно из этих графи-

ков, при уменьшении начальной скорости движения частицы возможность варьирова-

ния конечных координат (xk; yk) значительно сужается.  
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Рис. 3. Возможные траектории движения при v = 3,5 м/с при различных  

 

 

Рис. 4. Возможные траектории движения при v = 2 м/с при различных  

Рассмотрим следующий пример.  

Пусть x0 = 0, y0 = 0,107 м, xk = 0,0748 м, yk = 0, v = 1,7 м/с.  

Решение выражений (19) и (20) с помощью указанного выше алгоритма дает 

численную функцию, аналитическая аппроксимация которой имеет вид 

                                                        0379.0643.0
0125.0

00081.0



 x

x
xy .                              (21) 

Выбор аппроксимирующей функции обусловлен сложностью вида численного 

решения и позволяет получить достаточную точность приближения, относительная 

погрешность которого не превышает 2%.  
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На рисунке 5 представлено наложение графиков численно полученной функции 

траектории движения и ее аналитической аппроксимации.  
 

 

Рис. 5. Траектория движения (численная и аппроксимированная) 

Как видно из данных рисунка 5, кривые практически совпадают. Необходимость 

получения аппроксимирующей функции вызвано тем, что для анализа адекватности 

полученной траектории в уравнении (11) должен быть использован аналитический вид 

функции у(х). 

С целью проверки эффективности выбранной траектории движения подставим 

функцию (21) в уравнение (11) с соответствующими начальными условиями. Получаем 

следующее уравнение: 
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               Рис. 6. Скорость частицы при движении по кривой 
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Анализ рисунка 6 позволяет сделать вывод о том, что представленный закон из-

менения скорости движения частицы по траектории, графически представленный на 

рисунке 5 и описываемый уравнением (22), показывает, что скорость движения части-

цы остается практически неизменной в зависимости от времени движения до достиже-

ния конечной точки поверхности и варьирует от 1,71 до 1,79 м/с, что и доказывает вер-

ность полученной траектории движения. Незначительный всплеск в начале вызван ап-

проксимирующим приближением численно полученной реальной траектории. 

Выводы 

Предложенный подход к математическому моделированию движения частиц по 

криволинейным поверхностям дает возможность при дальнейших исследованиях рас-

считывать параметры процесса движения частиц по разнообразным траекториям.  

С использованием уравнений Лагранжа первого рода выведены уравнения дви-

жения частиц по шероховатым поверхностям криволинейных направляющих. Числен-

ное решение полученных уравнений с соответствующими начальными условиями поз-

волило сделать вывод о значительных изменениях скорости движения частиц.  

В случае применения криволинейных направляющих в качестве подающих 

устройств в сошниковую зону сеялки более предпочтительными являются кривые, по 

которым частицы движутся с постоянной скоростью, что исключает завалы и позволяет 

создавать оптимальные режимы работы машин и механизмов.  

Приведены уравнения для расчета кривых и представлена проверка постоянства 

скорости движения.  

Указанные криволинейные поверхности могут быть использованы при констру-

ировании высевающих аппаратов сеялок точного высева, а также сепарационных решет 

при послеуборочной очистке зерна, в частности в гравитационных сепараторах. 
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