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Аннотация. Проведена теоретическая оценка параметров клотоидной кривой траектории входа в пово-

рот колесной машины с передними управляемыми колесами при постоянных конструктивных параметрах 
(продольной базе L, расстоянии между осями шкворней переднего моста В, максимальном среднем угле 

поворота управляемых колес max) и изменяемых эксплуатационных характеристиках (поступательной 
скорости движения машины v и угловой скорости поворота управляемых колес ω). В результате расчетов 
выявлено, что при постоянной поступательной скорости движения и увеличении угловой скорости поворо-
та колес длина траектории входа в поворот уменьшается, а при возрастании скорости движения и неиз-
менной угловой скорости – увеличивается, но при этом сокращается продолжительность маневра поворота. 
Таким образом, с целью сохранения устойчивости и управляемости машины вход в поворот необходимо 
совершать при максимально возможных значениях анализируемых параметров. Установлено, что угловая 
скорость поворота управляемых колес при совершении маневра входа в поворот линейно зависит от ско-
рости поступательного движения машины, а также от длины кривой входа в поворот, радиуса поворота и 
параметра кривой траектории входа в поворот, при этом скорость поступательного движения машины 
обосновывается в зависимости от радиуса поворота. Вход в поворот колесной машины с постоянной угло-
вой скоростью поворота управляемых колес при малых радиусах маневра осуществляется по траектории, 
имеющей переменный параметр, представляющий собой произведение радиуса траектории на пройден-
ное расстояние от начала движения. Параметр кривой траектории входа в поворот больше параметра 
клотоиды, установленного для данного участка траектории. В дорожных условиях при радиусах круговых 
кривых 30 м и более вход в поворот колесной машины осуществляется по клотоиде с постоянной угловой 
скоростью поворота управляемых колес, определяемой в зависимости от скорости поступательного дви-
жения машины и параметра клотоиды. 
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Abstract. The authors presented the findings of analysis of the clothoid parameters of the curved trajectory at 

coming into corner of a wheeled vehicle with front steering wheels with such constant design parameters as 
longitudinal base L, distance between steering axes of the front axle B, maximum average angle of turning rate of 

steering wheels max, and such variable performance characteristics as vehicle translational velocity v and rate of 
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angular motion of steering wheels ω. As a result of calculations, it was revealed that with constant vehicle 

translational velocity and an increased rate of angular motion of steering wheels, the length of the trajectory at 
coming into corner decreases, and with an increase in the speed of motion and constant rate of angular motion, it 
increases, but at the same time the duration of the maneuver decreases. Thus, in order to preserve the stability 
and controllability of the machine, it is necessary to obtain the maximum possible values of the analyzed 
parameters at coming into corner. The authors defined that rate of angular motion of steering wheels during the 
maneuver at coming into corner linearly depends on the vehicle translational velocity, as well as on the length of 
the curved trajectory at coming into corner, as well as on the radius of turning and the parameter of the curved 
trajectory at coming into corner, while vehicle translational velocity is justified depending on the radius of turning. 
Vehicle coming into corner at constant rate of angular motion of steering wheels and small maneuver radii should 
be performed along a trajectory with variable parameter describing itself as a product of the radius of the 
trajectory by the distance traveled from the beginning of the motion. The parameter of the curved trajectory at 
coming into corner is greater than the clothoid parameter calculated for this phase of the trajectory. In road 
conditions with radii of circular curves of 30 m or more, coming into corner of a wheeled vehicle is performed by a 
clothoid with constant rate of angular motion of steering wheels, determined depending on vehicle translational 
velocity and the clothoid parameter. 
Keywords: wheeled vehicle, front steering wheels, curved trajectory, coming into corner, clothoid, speed, acceleration 
For citation: Belyaev A.N., Afonichev D.N., Trishina T.V., Vysotskaya I.A. Estimation of the curved trajectory pa-

rameters at coming into corner of a wheeled vehicle. Vestnik Voronezhskogo gosudarstvennogo agrarnogo universi-
teta = Vestnik of Voronezh State Agrarian University. 2023;16(2):124-135. (In Russ.). https//:doi.org/10.53914/ 
issn2071-2243_2023_2_124-135. 

 

ведение 

Результаты проведенного авторами анализа значительного массива как теорети-

 ческих, так и экспериментальных исследований, посвященных изучению криво-

линейного движения колесной машины, свидетельствуют о том, что большинство из 

них выполнялись при движении на поворотах, имеющих сравнительно большие радиу-

сы, на малых скоростях или для отдельного колесного трактора на транспортных рабо-

тах. Что касается выявления влияния конструктивных и эксплуатационных факторов на 

устойчивость движения колесных машин на поворотах с малыми радиусами в условиях 

реальной эксплуатации, в том числе при неустановившемся режиме поворота на самом 

динамически нагруженном участке – входа в поворот, то такие исследования практиче-

ски отсутствуют. При этом доказано, что основным критерием качества статических 

показателей криволинейного движения колесной машины является именно минималь-

ный теоретический радиус поворота [1, 2, 13, 15]. 

Оценка управляемости и устойчивости колесной машины при криволинейном 

движении, в том числе при входе в поворот, выполняется по результатам проведения 

испытаний согласно ГОСТ Р 31507-2012 [5]. При этом определяют предельную ско-

рость движения на поворотах постоянного радиуса дороги с высоким коэффициентом 

сцепления в момент потери управляемости, вызванной опрокидыванием или заносом, 

когда автомобиль не вписывается в заданную траекторию движения. 

Вход в поворот совершают на горизонтальной площадке с твердым, ровным, су-

хим и чистым покрытием. Радиус поворота устанавливают равным 25 м. Перед участ-

ком входа в поворот наносят две линии прямолинейного коридора и переходную кри-

вую, по которой автомобиль входит в движение по круговой кривой. Водитель после-

довательно от повторности к повторности опыта увеличивает скорость движения до 

предельной, при которой происходит потеря управляемости, а затем выполняет 5–6 за-

четных заездов с предельной скоростью. Оценочным параметром является среднее зна-

чение предельной скорости по всем зачетным заездам [5]. 

Для сельскохозяйственных колесных тракторов стандартом вообще не установ-

лены подобного рода исследования. ГОСТ Р 51960-2002 [6] лишь определил в качестве 

критерия для оценки их управляемости усилие на органе рулевого управления при 

движении по размеченной траектории с определенными геометрическими характери-

стиками, имеющей протяженность, равную пути, проходимому трактором за 5 или 8 с  
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в зависимости от технического состояния системы рулевого управления по площадке с 

твердым покрытием со скоростью 10 ± 1 км/ч. 

В своем диссертационном исследовании, выполненном на соискание ученой 

степени доктора технических наук, А.Н. Беляевым обоснована и предложена методика 

экспериментальных исследований поворачиваемости колесного трактора сельскохозяй-

ственного назначения и машинно-тракторного агрегата на его базе в условиях реальной 

эксплуатации [2], в основу которой положена схема кругового беспетлевого поворота, 

включающая три характерных участка: «вход в поворот», «установившийся поворот», 

«выход из поворота» [9]. Из трех указанных этапов поворота лишь второму посвящено 

весьма незначительное число экспериментальных и теоретических научных исследований. 

В представленной работе проведен теоретический расчет и анализ криволиней-

ной траектории движения колесной машины при входе в поворот, которая во многом 

определяет степень качества выполняемого технологического процесса, комфорта и 

безопасности движения.  

Методика исследования 

Для анализа и расчета траектории входа в поворот машины с передними управ-

ляемыми колесами использованы аналитические выражения параметрического вида  

[1, 2, 4, 8] в декартовых координатах (рис. 1). 
 

 

Рис. 1. Расчетная схема двухосной колесной машины 

Определены координаты середины заднего моста  x(t) и y(t) (рис. 2 и 3), приня-

той за кинематический центр, где постоянными являются следующие конструктивные 

параметры [3]:  

- продольная база машины L = 2,6 м; 

- расстояние между осями шкворней переднего моста В = 1,8 м; 

- максимальный средний угол поворота передних управляемых колес машины 

max = 28,3°. 

В качестве переменных приняты такие эксплуатационные параметры, как:  

- скорость поступательного движения машины v; 

- угловая скорость поворота управляемых колес ω. 
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Рис 2. Клотоидные кривые траекторий 
входа в поворот при v = 1,41 м/с: 

1 – ω = 0,0987 с–1; 
2 – ω = 0,124 с–1; 3 – ω = 0,165 с–1 

Рис 3. Клотоидные кривые траекторий  
входа в поворот при ω = 0,165 с–1: 

1 – v = 1,05 м/с; 
2 – v = 1,41 м/с; 3 – v = 1,78 м/с 

При постоянной скорости поступательного движения колесной машины v уве-
личение угловой скорости поворота управляемых колес ω обеспечивает сокращение 
длины кривой траектории входа в поворот  lK  и соответственно продолжительности 
маневра tM (рис. 2). Увеличение скорости поступательного движения машины v при 
неизменной угловой скорости поворота управляемых колес ω способствует возраста-
нию длины кривой траектории входа в поворот lK (рис. 3). 

Кривые траекторий, описываемые каждой точкой колесной машины при входе в 
поворот, в том числе и серединой заднего моста, при равномерном повороте управляе-
мых колес представляют собой эквидистантные друг другу клотоиды [1, 11]. Клотоида – 
это кривая с уменьшающимся радиусом кривизны от бесконечности до радиуса круго-
вой кривой, уравнение которой имеет следующий вид [11]: 

                                                                  1 l

C
 ,                                                                   (1) 

где ρ – текущий радиус кривизны клотоиды, м; 
      l – расстояние от начала клотоиды до рассматриваемой точки, м; 
      С – параметр кривой клотоиды, м2. 
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При входе в поворот по клотоиде машина совершает поворот на угол γ, опреде-

ляемый по следующему уравнению [10]: 

                                                          arctg
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где R – радиус установившегося поворота по круговой кривой, м. 

Из формулы (2) следует, что чем длиннее кривая траектории входа в поворот lK, 

тем больше угол γ и соответственно короче поворот, установившийся по круговой кри-

вой. Например, если рассматривать поворот на 90° (π/2), то поворот по круговой кри-

вой составит π/2 – γ. 

Результаты и их обсуждение 

В таблице 1 приведены значения некоторых показателей маневра при постоян-

ной угловой скорости поворота управляемых колес ω = 0,165 с–1 и при скоростях по-

ступательного движения машины 1,05 м/с, 1,41 и 1,78 м/с. 

Таблица 1. Значения показателей маневра при постоянной 
угловой скорости поворота управляемых колес ω = 0,165 с-1 

Показатели маневра 
Скорость поступательного движения машины, м/с 

1,05 1,41 1,78 

Радиус поворота, м 4,83 4,83 4,83 

Длина траектории кривой  

входа в поворот, м 
3,15 4,23 5,34 

Поворот в пределах кривой  

входа, рад. 
0,326208 0,438413 0,55446 

Поворот в пределах кривой  

входа, град. 
18,7 25,1 31,8 

Сокращение длины круговой  

кривой, м 
1,58 2,12 2,68 

Общая длина траектории  

кривой при повороте на 90°, м 
5,36 5,90 6,45 

Продолжительность маневра  

поворота на 90°, с 
5,1 4,2 3,6 

 

Из таблицы 1 видно, что увеличение скорости поступательного движения маши-

ны обеспечивает увеличение длины траектории кривой, но при этом продолжитель-

ность маневра поворота сокращается. 

Таким образом, основываясь на результатах анализа данных, представленных на 

рисунках 2 и 3 и в таблице 1, можно утверждать, что маневр входа в поворот следует 

совершать при максимально возможных скорости поступательного движения машины 

и угловой скорости поворота управляемых колес. Это обеспечивает наиболее короткий 

маневр. 

Выбор необходимого вида клотоиды зависит от конкретных условий работы, от 

типа колесной машины, а установление наилучшей, с точки зрения условий движения 

колесной машины, геометрии участка входа в поворот заключается в решении следую-

щих комплексных задач [7, 12, 13, 14]: 

1) закон изменения кривизны клотоиды должен соответствовать физическим па-

раметрам движения, в том числе и с переменной скоростью; 
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2) положение передних управляемых колес относительно продольной оси маши-

ны должно регулироваться плавно вращением рулевого колеса; 

3) центробежное ускорение должно изменяться постепенно в соответствии с 

увеличением или уменьшением кривизны; 

4) физические параметры движения машины должны соответствовать перемен-

ным скоростям при замедлении и ускорении. 

Скорость поступательного движения машины ограничивается действующими 

сопротивлениями движению, а также требованиями по обеспечению устойчивости про-

тив опрокидывания и заноса [10], следовательно, зависит от радиуса поворота R, при-

чем чем меньше радиус поворота, тем ниже будет скорость поступательного движения 

машины [15]. 

Угловая скорость поворота управляемых колес ω определяется требованием к 

клотоиде, которое выражается ограничением нарастания центробежного ускорения jдоп 

при уменьшении радиуса кривизны ρ.  

Значение параметра C клотоиды должно быть не менее, чем рассчитанное по 

следующей формуле [10]: 

                                                                  
3

доп

v
C

j
 .                                                                 (3) 

Так как согласно (1) C = ρl = RlK, то, зная параметры клотоиды C и радиус пово-

рота R, можно с учетом зависимости (3) определить необходимую длину переходной 

кривой (кривой входа в поворот) lK = C / R. 

В таблице 2 приведены значения параметров кривых траекторий входа в поворот 

при различных значениях скорости поступательного движения машины с продольной 

базой L = 2,6 м. 

Таблица 2. Параметры кривых траекторий входа в поворот 

Скорость  
поступательного  

движения  
машины v,  

м/с 

Радиус  
поворота  

R, м 

Длина  

кривой  
траектории  

входа в поворот  
lK, м 

Параметр  
кривой  

C, м2 

Нарастание  
центробежного  

ускорения  

j = v3 / C,  

м/с3 

Продолжительность  

маневра входа  

в поворот 

tM = lK / v, с 

1,05 4,83 3,15 15,21 0,076 3,0 

1,41 4,83 4,23 20,43 0,137 3,0 

1,78 4,83 5,34 25,79 0,219 3,0 

 

Из таблицы 2 видно, что в рассматриваемых вариантах входа в поворот маневр 

осуществляется с разным нарастанием центробежного ускорения, которое меньше до-

пустимого (согласно [10] jдоп = 0,3–0,6 м/с3). Соответственно параметры кривых C раз-

ные, а одинаковая продолжительность маневра (tM = 3 с) указывает на одинаковую для 

всех вариантов постоянную угловую скорость поворота управляемых колес ω. 

Из схемы, показанной на рисунке 1, можно определить угол поворота управляе-

мых колес  как функцию радиуса кривизны траектории ρ: 

                                                          tg
L




   или   = arctg L


.                                             (4) 
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Максимальный угол поворота управляемых колес max будет при установившемся 

повороте, то есть на круговой кривой 

                                                                     max = arctg
L

R
.                                                    (5) 

Так как параметры L и R в нашем случае являются постоянными, то для всех 

рассматриваемых вариантов max = 0,494 рад.  

Угловая скорость поворота управляемых колес ω = max / tM = 0,494/3 = 0,165 с–1. 

При определенном значении max и заданной величине угловой скорости поворота 

управляемых колес ω можно установить продолжительность маневра входа в поворот  

tM = max / ω, от которой линейно зависит длина участка входа в поворот lK = vtM.  

Отсюда следует, что параметр кривой траектории C, зависящий от ω, определяется 

по формуле (6): 

                                                     maxRv
C




 .                                                       (6) 

Зависимость параметра кривой траектории входа в поворот C от угловой скоро-

сти поворота ω управляемых колес наглядно иллюстрирует рисунок 4. 

 
Рис. 4. Зависимость параметра кривой траектории входа в поворот 

от угловой скорости поворота управляемых колес 

Если вход в поворот выполняется с постоянной угловой скоростью поворота 

управляемых колес, равной ω = max / tM, тогда  = ωt, а текущий радиус кривизны кло-

тоиды будет определяться в соответствии с формулой (4) 

                                                                     L  ctg t .                                                        (7) 

Так как /t l v , то формулу (7) можно представить в следующем виде: 

                                                                        L  ctg
l

v


.                                                    (8) 

На рисунке 5 показаны графики зависимости радиуса кривой траектории входа в 

поворот от времени и угловой скорости поворота управляемых колес. 
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Рис. 5. Графики зависимости радиуса кривой траектории входа в поворот колесной машины 
от времени при v = 1,41 м/с: 1 – ω = 0,0987 с–1; 2 – ω = 0,124 с–1; 3 – ω = 0,165 с–1 

Принимая во внимание, что C l , то с учетом формул (6) и (8)  

                                                               C Ll ctg
l

v


.                                                    (9) 

При постоянной угловой скорости поворота управляемых колес ω параметр кри-

вой C не является величиной постоянной, а зависит от положения на кривой, то есть от l.  

В таблице 3 приведены значения параметра кривой C в зависимости от l и ско-

рости поступательного движения машины v при постоянной угловой скорости поворота 

управляемых колес ω = 0,165 с–1. 

Таблица 3. Значения параметра кривой C при постоянной угловой скорости 
поворота управляемых колес ω = 0,165 с–1 

Положение  
на кривой 

l / lK  

Параметр кривой C, м2 

v = 1,05 м/с; 

lK = 3,15 м 

v = 1,41 м/с; 

lK = 4,23 м 

v = 1,78 м/с; 

lK = 5,34 м 

0,1 16,53 22,20 28,03 

0,2 16,49 22,15 27,96 

0,3 16,42 22,05 27,84 

0,4 16,33 21,93 27,68 

0,5 16,21 21,76 27,47 

0,6 16,06 21,56 27,22 

0,7 15,88 21,32 26,92 

0,8 15,67 21,04 26,57 

0,9 15,44 20,73 26,17 

1 15,17 20,37 25,72 
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Из таблицы 3 следует, что при постоянной угловой скорости поворота управля-

емых колес маневр входа в поворот осуществляется по кривой переменного параметра  

                                                                  C = ρl ≠ const.  

Наибольшее отклонение от заданного параметра кривой (табл. 2) наблюдается в 

начале поворота и во всех рассмотренных вариантах может достигать 8,7%. 

При постоянной угловой скорости поворота управляемых колес справедливо 

следующее равенство 

                                                                  maxК
М

l
t

v




  .                                                    (10) 

Из формулы (10) можно найти среднюю угловую скорость поворота управляе-

мых колес 

                                                          max

К К

v v

l l


   arctg

L

R
.                                              (11)  

Если вход в поворот осуществляется по клотоиде при условии C = ρl = const, то 

угловая скорость поворота управляемых колес ω будет изменяться на протяжении 

участка входа в поворот.  

В формуле (4) сделаем замену ρ = C / l и получим 

                                                                    arctg
Ll

C
.                                                        (12) 

Дифференцирование зависимости (12) позволяет найти угловую скорость пово-

рота управляемых колес (при этом учтено, что dl / dt = v) 

                                                            
2 2 2

d CLv

dt C L l


  


.                                                     (13) 

В таблице 4 приведены значения угловой скорости поворота управляемых колес 

ω в зависимости от l и скорости поступательного движения машины v. 

Таблица 4. Значения угловой скорости поворота управляемых колес ω 
в зависимости от l и скорости поступательного движения машины v 

Положение 
на кривой 

l / lK 

Значения угловой скорости поворота управляемых колес ω, с–1 

v = 1,05 м/с; 

C = 15,21 м2 

v = 1,41 м/с; 

C = 20,43 м2 

v = 1,78 м/с; 

C = 25,79 м2 

0 0,179 0,179 0,179 

0,1 0,179 0,179 0,179 

0,2 0,177 0,177 0,177 

0,3 0,175 0,175 0,175 

0,4 0,172 0,171 0,171 

0,5 0,167 0,167 0,167 

0,6 0,162 0,162 0,162 

0,7 0,157 0,157 0,157 

0,8 0,151 0,151 0,151 

0,9 0,145 0,145 0,145 

1 0,139 0,139 0,139 

 

Из таблицы 4 видно, что угловая скорость поворота управляемых колес убывает 

по длине клотоиды – ω = max / tM. 
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При значениях углов  менее 0,2 рад. справедливо будет следующее допущение:  

tg = sin = , с учетом которого формулы (4), (5), (12) становятся линейными: 

                                                       
L




 ; 
max

L

R
  ; 

Ll

C
  .                                              (14) 

Поворот должен осуществляться по радиусу R > 5L. Угловая скорость поворота 

управляемых колес в этом случае будет линейно зависеть от скорости поступательного 

движения машины: 

                                                                      
d Lv

dt C


   .                                                    (15) 

Нетрудно заметить, что формула (13) при l = 0 преобразуется в зависимость (15). 

Если в формуле (11) опустить arctg, то она также преобразуется в зависимость (15). 

Рассмотрим вариант поворота на внутрихозяйственной дороге с радиусом круго-

вой кривой 30 м (трудные условия по СП 99.13330.2016) со скоростью 5,56 м/с (20 км/ч). 

При нарастании центробежного ускорения 0,6 м/с3 принимаем параметр клотоиды  

C = 286,47 м2, откуда lK = 9,55 м.  

По формуле (15) найдем угловую скорость поворота управляемых колес ω = 0,050 с–1. 

Выполним расчет параметра кривой C по формуле (9) и угловой скорости поворота 

управляемых колес по формуле (13). Результаты представлены в таблице 5. 

Таблица 5. Значения параметра кривой C и угловой скорости поворота 
управляемых колес ω для кривой в плане внутрихозяйственной дороги с R = 30 м 

Положение  

на кривой l / lK 

(lK = 9,55 м) 

Параметр кривой C, м2  
(ω = 0,050 с–1) 

Угловая скорость поворота 

управляемых колес ω, с–1  
(C = 286,47 м2) 

0 – 0,050 

0,1 286,61 0,050 

0,2 286,59 0,050 

0,3 286,55 0,050 

0,4 286,50 0,050 

0,5 286,44 0,050 

0,6 286,36 0,050 

0,7 286,27 0,050 

0,8 286,16 0,050 

0,9 286,04 0,050 

1 285,90 0,050 

 

Согласно данным таблицы 5 в дорожных условиях при радиусах круговых кривых  

30 м и более вход в поворот колесной машины осуществляется по клотоиде с постоян-

ной угловой скоростью поворота управляемых колес, а формулы (14) и (15) дают адек-

ватные результаты. 

Выводы 

1. Вход в поворот колесной машины с передними управляемыми колесами с по-

стоянной угловой скоростью поворота управляемых колес при малых радиусах поворо-

та осуществляется по траектории, имеющей переменный параметр, представляющий 

собой произведение радиуса траектории на пройденное расстояние от начала маневра. 

Параметр кривой траектории входа в поворот больше параметра клотоиды, установ-

ленного для данного поворота, и по длине траектории убывает. Таким образом, на про-

тяжении участка входа в поворот нарастание центробежного ускорения не будет пре-

вышать принятого значения. 
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2. Вход в поворот колесной машины с передними управляемыми колесами при 

малых радиусах поворота может быть выполнен по клотоиде, при этом угловая ско-

рость поворота управляемых колес определяется зависимостью (13) и уменьшается при 

перемещении от начала клотоиды к ее концу. 

3. В дорожных условиях при радиусах круговых кривых 30 м и более вход в по-

ворот колесной машины осуществляется по клотоиде с постоянной угловой скоростью 

поворота управляемых колес. 

4. Угловая скорость поворота управляемых колес при совершении маневра входа 

в поворот линейно зависит от скорости поступательного движения машины, а также 

зависит от длины кривой входа в поворот, радиуса поворота и параметра клотоиды. 

Представленные подход и методы его реализации могут найти практическое 

применение при установлении требований, регламентирующих функциональные и кон-

структивные решения, включающие выбор способа и скорости движения, угловой ско-

рости поворота управляемых колес, ширины колеи, и, возможно, продольной базы ко-

лесной машины. 
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