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Аннотация. Действительная траектория, описываемая характерными точками колесной машины при 
криволинейном движении, является одной из основных характеристик, с использованием которой можно 
достаточно объективно оценить ее устойчивость и управляемость, изучить кинематику и динамику при 
выполнении различных технологических операций. В основу разработанной авторами методики аналити-
ческого описания действительной траектории движения кинематического центра при круговом беспетле-
вом повороте колесной машины положена ее теоретическая траектория, представленная функцией явного 
вида, и коэффициент сдвига, корректирующий участки входа в поворот и установившегося поворота. 
Функция явного вида теоретической кривой траектории предварительно получена нелинейной аппрокси-
мацией параметрических функций ее декартовых координат. Корректирующий коэффициент выбран на 
основе анализа массива экспериментальных точек абсцисс и ординат, определенных экспериментально в 
реальных эксплуатационных условиях, кривой траектории, описываемой кинематическим центром колес-
ной машины с принятыми к исследованию базовыми характеристиками. Явная аналитическая функция 
для действительной траектории кругового беспетлевого поворота до его максимальной ординаты получе-
на путем последовательного «умножения» теоретической функции явного вида для участка входа в пово-
рот и формулы для определения теоретического радиуса кривизны для этой же кривой на корректирую-
щий коэффициент сдвига, имеющий для выбранных эксплуатационных условий постоянное значение k = 1,2. 
При рассматриваемых вариантах расчета полученные на основе теоретических аппроксимирующих пара-
метрических функций кривых входа в поворот радиусы кривизны не более чем на 1% отличаются от их 
значений, рассчитанных с использованием параметрических уравнений. Сравнение графиков действи-
тельных траекторий движения с экспериментальными данными позволяет также сделать вывод о коррект-
ности предлагаемой методики, так как расхождение результатов не превышает 2,5%.  
Ключевые слова: колесная машина, траектория, поворот, радиус кривизны, координата, устойчивость 
движения, функция явного вида, корректирующий коэффициент 
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Abstract. The actual trajectory described by the characteristic points of a wheeled vehicle in curved motion is one 

of the main characteristics, using which it is possible to fairly objectively assess its stability and controllability, 

study kinematics and dynamics when performing various technological operations. The authors proposed the 

methodology for the analytical description of the actual trajectory of the motion of the kinematic center during a 

circular loop-free rotation of a wheeled vehicle which is based on its theoretical trajectory, represented by an 

explicit function, and the correction factor of the entrance to the turn and the steady-state rotation. The function of 

the explicit form of the theoretical curve of the trajectory is preliminarily obtained by nonlinear approximation of 

parametric functions of its Cartesian coordinates by nonlinear approximation. The correction factor was chosen 

based on the analysis of an array of experimental abscissa and ordinate points determined experimentally in real 

operating conditions, the trajectory curve described by the kinematic center of a wheeled vehicle with the basic 

characteristics accepted for the study. An explicit analytical function for the actual trajectory of a circular loop-free 

turn to its maximum ordinate is obtained by sequentially “multiplying” an explicit theoretical function for the turn 

entrance section and a formula for determining the theoretical radius of curvature for the same curve by a 

correction shift coefficient having a constant value of k = 1.2 for the selected operating conditions. In the 

considered calculation options, the radii of curvature obtained on the basis of theoretical approximating 

parametric functions of the curves of the entrance to the turn do not differ by more than 1% from their values 

calculated using parametric equations. At the same time, a comparison of graphs of actual motion trajectories 

based on parametric functions with experimental data also enables to conclude that the proposed methodology 

and the studies carried out are correct, since the discrepancy between the results does not exceed 2.5%. 
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For citation: Belyaev A.N., Trishina T.V., Novikov A.E., Sheredekin P.V., Vysotskaya I.V. Procedure for analytical 

determination of the actual turning trajectory of a wheeled vehicle. Vestnik Voronezhskogo gosudarstvennogo 

agrarnogo universiteta = Vestnik of Voronezh State Agrarian University. 2023;16(3):151-158. (In Russ.). https//:doi.org/ 

10.53914/issn2071-2243_2023_3_151-158. 

 

ведение 

Колесная машина должна совершать движение по траектории, определяемой води-

 телем, и изменять ее своевременно в соответствии с величиной управляющих 

воздействий [7, 13, 14]. Однако в реальных условиях функционирования под воздей-

ствием многочисленных факторов как эксплуатационного, так и конструктивного ха-

рактера происходит значительное отклонение действительной траектории движения 

машины от требуемой [2, 3].  

Известные оценочные параметры устойчивости движения колесной машины, 

полученные в ходе проведения экспериментов, отличающихся, как правило, использу-

емыми методиками, характеризуют в основном систему «водитель – машина», а не са-

му машину, поэтому полученные при этом результаты испытаний, проведенных в раз-

личных условиях с разными водителями, могут оказаться несопоставимыми, так как 

включают в себя субъективные входные показатели [10, 11, 16, 17, 18]. 

Практически любой совершаемый во время движения маневр может являться 

поворотом, поэтому особое значение приобретает проблема сохранения и повышения 

устойчивости при криволинейном движении, которое является одним из сложных и 

опасных режимов эксплуатации. Весьма важным условием качества выполняемого тех-

нологического процесса, а также безопасности движения на повороте является пра-

вильный выбор траектории движения, поэтому для анализа и оценки устойчивости ко-

лесной машины при криволинейном движении, а также выявления причин ее потери 

необходимо иметь представление о теоретической и действительной траекториях, опи-

сываемых характерными (базовыми) точками движущегося средства, например середи-

ной заднего моста, обычно принимаемой за кинематический центр, в условиях не толь-

ко установившегося поворота с постоянным радиусом, но и с переменным положением 

центра кривизны [1, 6]. В связи с этим методика теоретических и экспериментальных 

исследований основана на данных анализа участка входа в поворот и участка устано-

вившегося поворота кругового беспетлевого поворота, включающего в себя основные 

элементы, которые выполняет машина при криволинейном движении [2, 12].  
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В соответствии с отмеченным выше целью научно-исследовательской работы явля-

ется разработка методики аналитического получения действительной траектории движе-

ния кинематического центра колесной машины при совершении кругового беспетлевого 

поворота. 

Методика исследования 

При исследовании устойчивости криволинейного движения колесной машины 

важно определить, насколько траектория, задаваемая водителем, будет отличаться от 

действительной, поэтому для ее сравнительной оценки более корректно использовать 

функцию явного вида [5, 9, 15].  

В работе [2] разработан алгоритм расчета и построения теоретической траекто-

рии движения  кинематического центра колесной машины с передними управляемыми 

колесами при криволинейном движении в виде функции явного вида, полученной не-

линейной аппроксимацией параметрических уравнений ее координат x и y для этапа 

входа в поворот и склейкой с окружностью постоянного радиуса участка установивше-

гося поворота, и проведена его апробация при следующих конструктивных и эксплуа-

тационных параметрах:  

- скорость поступательного движения – v = 2,556 м/с; 

- угловая скорость поворота управляемых колес – ω = 0,155 1/с; 

- продольная база – L = 2,78 м; 

- максимальный средний угол поворота управляемых колес – αmax = 0,62; 

- время движения до окончания маневра входа в поворот – t = 4 с. 

Аппроксимирующие функции явного вида, соответствующие указанным харак-

теристикам машины, для траектории участка входа в поворот и траектории кругового 

беспетлевого поворота, окончание которого приходится на его максимальную ордина-

ту, получены в следующем виде [8, 9]:  
 

                                                     yВ(x) = 6,445𝑥0,33 − 0,0848𝑥1,932 .                                 (1) 
 

                                𝑦П(𝑥) = {
6,445𝑥0,33 − 0,085𝑥1,932 ,

5,168 + √15,163 − (𝑥 − 4,924)2,      

𝑥 < 3,643
𝑥 > 3,643

   .                   (2) 

 

При этом радиус кривизны траектории входа в поворот, описываемый функцией 

y(x) (1), определяется по следующей формуле [8, 9]: 
 

                                          𝜌(𝑥) = −
(1+(

2,128

𝑥0,67−0,164𝑥0,932)
2
)

1,5

−
1,425

𝑥1,67−
0,153

𝑥0,068

 .                                      (3) 

 

Координаты окончания траектории участка входа в поворот (1) и центра кривиз-

ны сопрягаемой с ним окружности траектории установившегося поворота (3) будут со-

ответственно следующими:  

xВmax = 3,643 м; 

yВmax = 8,845 м; 

xО = 4,924 м; 

yО = 5,168 м. 

Используя ту же методику [2] при тех же конструктивных параметрах колесной 

машины, но при других эксплуатационных – v = 1,86 м/с, ω = 0,31 1/с и t = 2 с – рассчи-

тываем аналогичные характеристики по следующим формулам: 
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                                                   𝑦В(𝑥) = 4,625x0,333 − 0,236x1,5;                                     (4) 
 

                                𝑦П(𝑥) = {
4,625𝑥0,333 − 0,236𝑥1,5  ,

1,974 + √15,163 − (𝑥 − 4,043)2,
 
𝑥 < 0,528
𝑥 > 0,528

 ;                          (5) 

 

                                      𝜌(𝑥) =  −
(1+(

1,539

𝑥0,667−0,353𝑥0,5)
2
)1,5

−
1,027

𝑥1,667−
0,177

𝑥0,5

 .                                          (6) 

 

Значения максимальных координат участка входа в поворот для данного вариан-

та (4) – xВmax = 0,528 м, yВmax = 3,648 м, центр кривизны сопрягаемой с ним окружности 

(6) лежит в точке с координатами xО = 4,043 м, yО = 1,974 м. 

В результате расчета по формулам (3) и (6) получены значения радиусов кривизны 

в конце участка входа в поворот соответственно R = 3,899 м и R = 3,9 м, которые гораздо 

менее чем на 1% отличаются от теоретического – R = 3,894 м [7, 14], что позволяет считать 

выполненные действия при проведении аппроксимации исходных параметрических функ-

ций корректными [2]. 

Результаты расчетов, выполненных по уравнениям (2) и (5), наглядно представ-

лены на рисунке 1. 

 

 

Рис. 1. Графики теоретических функций кривых траекторий входа в поворот 
и установившегося поворота: 1 – v = 2,556 м/с, ω = 0,155 1/с; 2 – v = 1,86 м/с, ω = 0,31 1/с 

Исходя из анализа массива экспериментальных точек абсцисс (x) и ординат (y) 

кривой траектории, описываемой кинематическим центром колесной машины с теми 

же базовыми характеристиками, для аналитического получения действительной траек-

тории принят корректирующий коэффициент сдвига теоретической траектории k = 1,2 

[8]. Тогда, используя (1) и (4), имеем уравнения действительной траектории входа в по-

ворот для рассматриваемых вариантов 

                                            𝑦В1(𝑥) = 𝑘 𝑦В = 7,734𝑥0,33 − 0,1018𝑥1,932;                           (7) 
 

                                              𝑦В1(𝑥) = 𝑘 𝑦В = 5,55𝑥0,333 − 0,283𝑥1,5.                             (8) 
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Радиусы окружностей постоянной кривизны участков установившегося поворо-

та в связи с этим рассчитываются по формуле, приведенной в работе [9]: 

                                                              𝜌l(𝑥) =
(1+𝑘2𝑦𝑥

′2
)

1.5

|𝑘𝑦𝑥
″|

,                                              (9) 

и с учетом уравнений (3) и (6) соответственно для первого и второго случаев будут 

определяться по следующим выражениям [8]: 

                                                    𝜌1(𝑥) = −
(1+(

3,0643

𝑥0,67 −0,23𝑥0,932)
2
)

1,5

−
1,71

𝑥1,67−
0,184

𝑥0,068

;                           (10) 

 

                                                    𝜌1(𝑥) = −
(1+(

2,216

𝑥0,667−0,508𝑥0,5)
2
)

1,5

−
1,232

𝑥1,667−
0,212

𝑥0,5

.                            (11) 

Тогда аппроксимирующие функции, описывающие реальные траектория движе-

ния принимают вид: 
 

                           𝑦П1(𝑥) =  {
7,734𝑥0,33 − 0,1018𝑥1.932 ,

8,043 + √7,769 − (𝑥 − 4,717)2,
  
𝑥 < 3,643
𝑥 > 3,643

 ;                      (12) 

 

                           𝑦П1(𝑥) =  {
5,55𝑥0.333 − 0,283𝑥1,5 ,

5,772 + √5,575 − (𝑥 − 3,385)2,
   

𝑥 < 0,528
𝑥 > 0,528

 .                     (13) 

 

Результаты и их обсуждение 

На рисунках 2 и 3 представлены графики действительных траекторий движения 

(9) и (10) и точек экспериментальных данных для исследуемых случаев.  
 
 

 

Рис. 2. Сравнение графика действительной траектории движения  
с экспериментальными данными при v = 2,556 м/с, ω = 0,155 1/с 

При разработке алгоритма принято, что максимальные значения абсцисс дей-

ствительных траекторий движения на участках входа в поворот xВmax остаются неиз-

менными, равными для аналогичных участков теоретической траектории, при этом со-

ответствующие им ординаты, согласно уравнениям (7) и (8), равны yВmax = 10,62 м и 

yВmax = 4,378 м (рис. 2 и 3).  
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Рис. 3. Сравнение графика действительной траектории движения 
с экспериментальными данными при v = 1,86 м/с, ω = 0,31 1/с 

Увеличение максимальных значений ординат действительной траектории в 

сравнении с теоретическими составило 16,71 и 15,85%. При этом также выявлено уве-

личение максимальных ординат кривых траекторий беспетлевого кругового поворота 

для обоих случаев в пределах 2 м, что в процентном отношении к теоретическим зна-

чениям дает 20–30%. 

Сравнение кривых поворота с наложенными на них точками экспериментальных 

данных (рис. 2 и 3) позволяет сделать вывод о корректности проведенных исследова-

ний, так как максимальное отличие их ординат не превышает 2,5%, что дает основание 

использовать предложенную методику для оценки криволинейного движения колесной 

машины.  

Выводы 

1. Предложенная методика позволяет моделировать траекторию движения ко-

лесной машины, изменяя поступательную скорость движения и угловую скорость по-

ворота управляемых колес, и выбирать параметры, необходимые для выполнения пра-

вильного беспетлевого поворота. 

2. Полученная аналитическая зависимость для описания кривой траектории по-

ворота позволяет численно оценить степень отклонения колесной машины от заданной 

траектории.  

3. Процесс входа в поворот колесной машины является основополагающим для 

формирования всей траектории поворота и, следовательно, для оценки устойчивости 

движения. 

4. Полученное значение корректирующего коэффициента сдвига k = 1,2 посто-

янно для принятых условий движения и не зависит от скорости поступательного дви-

жения колесной машины. 

5. Расхождение результатов экспериментальных и теоретических исследований 

не превышает 2,5%, что позволяет сделать вывод о корректности проведенных иссле-

дований и рекомендовать разработанную методику для моделирования кривых траек-

торий поворота колесной машины.  
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