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Аннотация. Производство новой или модернизация существующей сельскохозяйственной техники со-

провождается проведением теоретических исследований. В полной мере это касается не только зерно-

уборочных комбайнов, но и зерноочистительных комплексов. В этих случаях при описании взаимодей-

ствий зерновой массы с рабочими органами машин зерновка рассматривается в виде отдельно взятого 

шара. Это обусловлено тем, что при такой форме зерновки существенным образом упрощается модели-

рование технологических процессов. Однако, как показывает практика, такое упрощение не всегда оправ-

дано с точки зрения конечного результата. Расхождение между теоретическими и экспериментальными 

данными зачастую превышает рекомендуемые пределы. В связи с этим целью исследования являлась 

разработка математической модели поперечного сечения зерновки пшеницы, определение площади ее 

поперечного сечения, высоты координаты центра тяжести и моментов инерции. Подробно изучив модели 

зерновки пшеницы, предложенные различными исследователями (зерновка – шар; эллипсоид, поперечное 

сечение которого выполнено в виде улитки Паскаля или кардиоиды), авторы посчитали целесообразным 

представить поперечное сечение зерновки в виде кругового цилиндра радиуса R, обрезанного вдоль его 

образующей. По результатам математического моделирования были получены уравнения для определе-

ния положения центра тяжести модели, площади поперечного сечения и моментов инерции. Построенная 

модель обрезанного цилиндра в программе КОМПАС-3D показала адекватность полученных выражений. 

Сходимость теоретических и экспериментальных данных составила 100%. При сопоставлении результатов 

наложения профилей улитки Паскаля и кардиоиды на обрезанный цилиндр установлено, что разница в вы-

соте координаты центра тяжести моделей не превышает 3%. Таким образом, использование предложенной 

авторами математической модели поперечного сечения зерновки пшеницы позволяет получить результаты, 

сопоставимые с другими анализируемыми моделями, при более простых теоретических выкладках. 
Ключевые слова: пшеница, зерновка, поперечное сечение, площадь поперечного сечения, улитка Паскаля, 

кардиоида, обрезанный цилиндр, центр тяжести, момент инерции 
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Abstract. The production of new or modernization of existing agricultural machinery is accompanied by 

theoretical research. This fully applies not only to combine harvesters, but also to grain separating units. In these 

cases, when describing the interactions of the grain mass with the working bodies of machines, the kernel is 

considered to be sphere-shaped. This is due to the fact that with this form of the kernel, technological processes 

simulation is significantly simplified. However, as practice shows, such simplification is not always justified from 

the point of view of the final result. The divergence between theoretical and experimental data often exceeds the 

recommended limits. In this regard, the purpose of the study was to develop a mathematical model of the cross-

section of a wheat kernel, determine the area of its cross-section, the height of the coordinate of the center of 
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gravity and moments of inertia. Having studied in detail the wheat kernel models proposed by various researchers 

who considered the kernel to be either sphere-shaped, or ellipsoid, the cross-section of which can be described 

as Limaçon of Pascal or cardioid, the authors considered it advisable to represent the cross-section of a kernel in 

the form of a circular cylinder of R radius trimmed along its generatrix line. Based on the results of mathematical 

simulation, equations were obtained to determine the position of the center of gravity of the model, the cross-

sectional area and moments of inertia. The developed model of the trimmed cylinder in the COMPASS-3D 

program showed the adequacy of the equations obtained. The divergence between theoretical and experimental 

data was 100%. When comparing the results of superimposing the profiles of Limaçon of Pascal and cardioid on 

a trimmed cylinder, it was found that the difference in the height of the coordinate of the center of gravity of the 

models does not exceed 3%. Thus, the use of the proposed mathematical model of the cross-section of a wheat 

kernel allows obtaining results comparable with other analyzed models but with simpler theoretical calculations. 
Keywords: wheat, kernel, cross section, cross-sectional area, Limaçon of Pascal, cardioid, trimmed cylinder, 

center of gravity, moment of inertia  
For citation: Nikitin V.V., Ozherelev V.N., Komogortsev V.F., Sinyaya N.V. Mathematic simulation of the cross 

section of wheat kernel. Vestnik Voronezhskogo gosudarstvennogo agrarnogo universiteta = Vestnik of Voronezh 

State Agrarian University. 2023;16(4):129-137. (In Russ.). https//:doi.org/10.53914/issn2071-2243_2023_4_129-137. 

 

роизводство новой или модернизация существующей сельскохозяйственной 

 техники сопровождается проведением теоретических исследований. В полной 

 мере это касается не только зерноуборочных комбайнов, но и зерноочиститель-

ных комплексов [1, 2]. В этих случаях при описании взаимодействий зерновой массы с 

рабочими органами машин зерновка рассматривается в виде отдельно взятого шара [3–5]. 

Это обусловлено тем, что при такой форме зерновки существенным образом упрощается 

моделирование технологических процессов. 

Однако, как показывает практика, такое упрощение не всегда оправдано с точки 

зрения конечного результата. Расхождение между теоретическими и эксперименталь-

ными данными зачастую превышает рекомендуемые пределы. Так, согласно исследо-

ваниям В.Л. Злочевского [6], рассматривавшего зерновку пшеницы в виде эллипсоида 

вращения при анализе ее аэродинамических сопротивлений, точность расчетов при 

сравнении с эквивалентным шаром повышается более чем на 25%. 

Особый интерес представляют математические модели семян пшеницы, разра-

ботанные И.А. Маяцкой [7], представляющие собой эллипсоид вращения, поперечное 

сечение зерновки в которых выполнено в виде улитки Паскаля и в виде кардиоиды 

(рис. 1). Уравнение контура поперечного сечения для этих двух моделей в прямоуголь-

ной декартовой системе координат имеет следующий вид: 

,)()( 2222222 ухlxaух          (1) 

где a, l – геометрические параметры фигуры, представленные на рисунке 1; 

     х, у – координаты точек. 
 

 
а б 

Рис. 1. Профили поперечных сечений: а – улитка Паскаля; б – кардиоида 
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По результатам проведенных теоретических исследований И.А. Маяцкой [7] по-

лучена зависимость высоты координаты центра тяжести улитки Паскаля по оси Оу: 
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и площади ее поперечного сечения от геометрических параметров фигуры: 
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Между тем, несмотря на достаточно хорошую приближенность указанных моде-

лей к реальным формам зерновок, экспериментальная работа и последующие расчеты 

затруднены ввиду особенностей объекта исследования. 

Во-первых, это обусловлено необходимостью определения опорных точек моде-

лей зерновки, относительно которых происходит ее вращение (качение) как по гори-

зонтальной, так и по наклонной плоскостям. 

Во-вторых, уравнение (1) содержит переменные a и l, не связанные с габарит-

ными размерами самой фигуры (на примере эллипса с полуосями a и b). То есть по-

строить модель зерновки одновременно по двум размерам b и h (рис. 1) не представля-

ется возможным. Один из размеров всегда получается произвольным. Подтверждением 

этому служит построенная модель улитки Паскаля (рис. 2). 

Для проведения теоретических исследований были выбраны семена озимой пше-

ницы сорта Московская 56 со следующими размерами: ширина зерновки b = 3,9 мм, 

толщина h = 3,49 мм [10]. По результатам построения модели зерновки в программе 

КОМПАС-3D ширина зерна составила b = 3,9 мм, а толщина h = 3,39 мм. То есть ширина 

зерновки отличается от заданной величины на 2,94%. Подставив значения геометриче-

ских параметров a = 1,362 мм и l = 1,571 мм, полученных при построении модели, в 

уравнения (2) и (3), определим высоту координаты центра тяжести – ус = 1,1985 мм и 

площадь S = 10,667 мм2. 

Далее определено реальное значение координаты центра тяжести фигуры ус = 1,176 мм 

и ее площади S = 10,664 мм2. Проверка адекватности уравнений (2) и (3) показала, что разница 

в координатах центра тяжести модели не превышает 2% при сходимости площади их попе-

речного сечения (рис. 2). 
 

 
Рис. 2. Рабочее окно программы КОМПАС-3D при определении площади  
поперечного сечения и высоты координаты центра масс улитки Паскаля 
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Аналогичные построения были выполнены и для кардиоиды. В этом случае по-

лучены следующие размеры: ширина зерна b = 3,9 мм, толщина – h = 3,337 мм, геомет-

рические параметры – a = l = 1,501 мм (рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Рабочее окно программы КОМПАС-3D при определении площади  
поперечного сечения и высоты координаты центра масс кардиоиды 

Координату центра тяжести кардиоиды определяли по следующему выражению [7]: 
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Подставив найденные значения в (4) и (5), получили высоту координаты центра 

тяжести ус = 1,105 мм и площадь S = 10,617 мм2. Воспользовавшись возможностями 

программы КОМПАС-3D, определили реальное значение координаты центра тяжести 

фигуры ус = 1,251 мм и ее площади S = 10,618 мм2. Следовательно, разница в координа-

тах центра тяжести составляет порядка 13% при равной площади поперечного сечения. 

Таким образом, рассмотренные модели поперечного сечения зерновки требуют 

уточнения не только координат центра тяжести, но и моментов инерции. 

В связи с этим целью исследования является разработка математической модели 

поперечного сечения зерновки пшеницы, определение площади ее поперечного сече-

ния, высоты координаты центра тяжести и моментов инерции. 

Методика расчета 

Подробно изучив модели зерновки пшеницы, предложенные различными иссле-

дователями (зерновка – шар; эллипсоид, поперечное сечение которого выполнено в ви-

де улитки Паскаля или кардиоиды), авторы посчитали целесообразным представить 

поперечное сечение зерновки в виде кругового цилиндра радиуса R, обрезанного вдоль 

его образующей (рис. 4). Величину срезанной части характеризует угол β. Срезанная 

часть цилиндра заштрихована. 
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Рис. 4. Поперечное сечение зерновки, выполненное в виде обрезанного цилиндра 

Площадь обрезанного цилиндра определим как разницу между площадью круга 

и площадью заштрихованного сегмента, то есть 

.)sincos( 2RS        (6) 

Для нахождения центра тяжести обрезанного цилиндра – точки С – рассмотрим 

цилиндр в декартовой системе координат xО1y с использованием вспомогательной си-

стемы x׳Оy׳. Согласно рисунку 4, координаты центра тяжести обрезанного цилиндра 

находятся в точке С (0;b1). При этом 

,1
S

M
b x               (7) 

где Мх – статический момент относительно оси О1х, который определяется по 

следующей формуле: 

.

S

x ydxdyM      (8) 

Теперь перейдем к двойному интегралу (8.) Для этого разобьем область инте-

грирования S на две части: S1 и S2. Здесь S1 – это часть области S, ограниченная отрез-

ками ОА и ОА1 и замыкающая их дугой окружности Lокр, а S2 – это треугольник ΔАОА1. 

Следовательно, 

.
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S S

x ydxdyydxdyM          (9) 

Для вычисления первого из двух интегралов перейдем от системы координат 

хО1у к системе хʹОуʹ и в уравнении (9) выполним следующую замену: 
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В первом из интегралов в уравнении (11) выполним замену 
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Тогда 
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Из уравнения (11) определим площадь области интегрирования S2: 
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Таким образом, с помощью уравнений (13), (14) и равенства b = Rcosβ (рис. 4) 

получаем следующее значение интеграла (11): 
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Это первый из интегралов уравнения (9). Приняв во внимание, что стороны АО и 

А1О треугольника ΔАОА1 определяются по уравнению (16) 

tgybх  )(     и    tgbyх  )( ,    (16) 

рассчитаем второй интеграл 
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Таким образом, на основании выражений (9), (14) и (16) получаем: 
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Подставляя (18) и (6) в уравнение (7), получим следующее выражение для коор-

динаты b1 центра тяжести поперечного сечения обрезанного цилиндра [8]: 
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Теперь перейдем к определению момента инерции обрезанного цилиндра отно-

сительно точки О (рис. 4). Он понадобится нам при рассмотрении движения зерновки 

по дуге. Обозначим момент инерции через JO. 

Тогда, согласно определению С.М. Тарга, приведенному в [9], момент инерции 

равен  



S

O dxdyrJ ,2         (20) 

где r2 = x2 + (y – b)2 – квадрат расстояния до центра тяжести цилиндра – точки О; 

     ρ – поверхностная плотность зерна пшеницы; 

     S – пластина, представляющая собой поперечное сечение цилиндра. 

Разобьем область интегрирования S на две части: S1 и S2. Тогда 

  
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Выполним замену в первом интеграле: 

.;;; yddyxddxbуухх   
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Перейдя к полярным координатам 
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2
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R

SS

R
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


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  (22) 

Вычислим второй интеграл: 
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b

S  (23) 

Зная, что b = R·cosβ, окончательно второй интеграл определяем как 

.
2

cossin
3

1
sincos])([

4
2222

2

R
dxdybyx

S









         (24) 

Воспользовавшись уравнениями (21), (22) и (24), определим момент инерции: 
4

2 21
cos sin sin cos .

2 3
O

R
J


     

   
       

  
         (25) 

Согласно теореме Гюйгенса-Штейнера, момент инерции поперечного сечения 

обрезанного цилиндра относительно его центра тяжести (точки С) равен 

.)( 2
1 bbSJJ OC               (26) 

По результатам построения модели обрезанного цилиндра в программе 

КОМПАС-3D (рис. 5) установлена высокая адекватность полученных уравнений (6) и 

(18). Координата центра тяжести равна ус = 1,575 мм, а площадь S = 11,014 мм2, то есть 

сходимость данных составляет 100%. 
 

 

Рис. 5. Рабочее окно программы КОМПАС-3D при определении площади  

поперечного сечения и высоты координаты центра масс обрезанного цилиндра 
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При наложении профилей улитки Паскаля и кардиоиды на профиль обрезанного 

цилиндра и их сопоставлении установлено, что разница в высоте координаты центра 

тяжести моделей не превышает 3% (рис. 6). Следовательно, суммарная ошибка умень-

шилась на 10%. 

 

 
а б 

Рис. 6. Сопоставление профилей зерновки с обрезанным цилиндром:  
а – улитка Паскаля; б – кардиоида 

Выводы 

1. Использование математической модели поперечного сечения зерновки пше-

ницы, выполненного в виде обрезанного цилиндра, позволяет получить данные, сопо-

ставимые с результатами расчетов в соответствии с моделями, которые рассматривают 

поперечное сечение зерновки, выполненное в виде улитки Паскаля или кардиоиды, при 

более простых теоретических выкладках. 

2. Наложение профилей улитки Паскаля и кардиоиды на профиль обрезанного 

цилиндра и их сопоставление свидетельствуют о том, что разница в высоте координаты 

центра тяжести моделей не превышает 3%. 
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